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2. DEFINING PROPERTIES

2.1 A Simple Example5	 
 "�	� �7
��
� � �� �
�� ��� 	�
��
�� �������� �������
����� ��$��	�	 
 
�	� � '��	 	
��	"�	 
 ������ �� �	���
 

�	�
	��� 
	

������� 	
� � 	
�
������� 

������ � ������� ����������� 
�

������� 
������� 
�� � 
�
)� �
�� � ��� "�	� ��� �� ���	� ��
�
�����	� ������� ���(��
!�

���� ��
� ���	� 

�	 ��
� ��
! ��� C FB:;� :E:=? $

��	� )�
���	 �
��� � ��
�		 	����"�


! 	�
��� �������	�� �� 

�
!	
(�
����! �$�� ����
���
! ��"��� "���� $

��	� '��	 �	 ��
�
�� �� ���� 
���
! ��
� ��� ���������	 
�� ������
�
� �

)� ����� �� ����� ���	� 

�	 �	��� ����������� �� ����� 
	��� ���� 
	 �
	��

 ��������	� '��	 �� ��"��

������������ 
 �������� 	
� �� 	
�

����������� 
� �� �������� 

������ �� ������� ����������� 
�

����������� 
� �������� 
������� 
�� �� 
�
��� � �� ���	� ��������	 ������ ���� ��� �$��! ��		��
� 
��� 
���� � ���� ��� ���������	 ��
� � #� 
�
� ���� ���� ��� ���	
�����
���$� �
	��

 ����������� GH�I � 
�� �


 ��� �7
��
�

� ��! "#$%&'()%& * +,*-. )/0**
12 3 � ���4 566 ����� 7

'�� �������� 8��9:;<�9: �
��	 
 

� 
	 
 �
�
����� 
�� 
� 
�
��	 �� �� 
 

��� ������ �� �
����
! �����
��� 
�������	
= �� �
�� H++> = ��������� ?0@A �� ��� ��	�
� �	 ���� ��
�$��! �
	��

)� ��� 

� �
�
	 � ���� 8��9:;<�9: ������	 ��� ������� 
�7
��
�� 6�� �7
��
�� �� �� ��	�
���
! ��"��

����������� 
� �� �������� 

������ �� ������� 
���������� ��
���� �������� ��� 

� ����� �������

� ��! "#$%&'()%& * +,*-. )/0**
B C��D� EC� F  D��� 5 ����� 3
	G�	HG F5�

����� ��� ������� ����
 �
� �� �7��
���� �! �
���� 	G� ���

�� 
�� 	HG F5� ��� ���
>H++ �	 
 �
���� 
�����
�! ������ � 	� ��� 
���
�! ���$���	 
�
! �� 	�����! ���	 
	 
 �
�
����� �

)� �
�� ��� �����
���� ��	� ���$��� 
 
���
� ���� ����� 
�
���� I ��� �������� 8��9:;<�9: �	 
���


! �$��
�
���� ��
����� �� �� 
�
� �
��
� 

�	 ���� 
 $
�!��� ������ �� $
�� 

�
�	 � 
�� ��� �$��
�
���� �
���� �� ��	�
$�� �� ��� 

� ��	�
�
�
	 
 ��
!������� �!�� � 
	 �� ���	� �7
��
�	 � '��	 ��� ��� 
��
���� ��	� 	�����! 
 "7�� �!�� 
� ����� ��� 

� �	 �� ��
��	��� � �� �� 	���
! ��$� 
 �!�� 	���
���� ��� �
�� 

� � ���
�7
��
�

����������� 33 	J��� H! 	J��� H! K��C
0� ����	� � ��� �������! ����������� ��
�	 ��
!�������


!�
��� �� ��	� 	�����! ����� ����������� ��	�
��� �� ��	�
�� 
� � 	� ��
� �� �
� �����
�� ��	� �
	�	� '��	 ����	 ���
�� �� (���� ������
�� �� ��� �
	� �� �$��
�
��� ��������	�
6�� �7
��
�� L �	 
		���
��$� ��� ��� �!�� J�� � ��� ��� ���
M��EC�N )� 	��� �
	�	� �� �
� �	� �
�
��������! GHOI ��

���� ��
� 
 �������! ��
�	 ��
!�������


!�

2.2 Functions#� 
�� 

	� 
�
� �� �����

�� ���������	 ��
� (�
����! �$��
��������	� '� ����� ��� �7
��
� ��
� �������� �����	�����
�	 
		���
��$� � �� "�	� ��"�� �7���	���

 �(�

��! 
���� �!

D ��� P� 
 � D 
 �� P 
 � 
�� ���� ����� I
�����;�Q�����9 33 
J�� H! J��� H! 
J�� H! J���

H! 
J�� H! J��� H! J�� H! K��C
�����;�Q�����9 D P < �D 7 
P 7 <� ��� 
D 7 P� 7 <

'�� ��
! ��&��
�! ��
� �������� �!��	 �
�	� �	 ��
�� �� 

������� �7
��
� �	 ����� .��� �7
��
� �� �� ��! �� �����
��
� �������� �����	����� �	 ������
��$�2� ���� ��� ���� 
���� $

��	 
�� ������� 3�	� 
	 ?RRD��9����!!A � )� ���	 �
	�
�� ��	��$�� ��
� ��� /

� 1 �� 
�� �������� �	 �

	� � ��� ���
��!�

2.3 Conditional LawsS
�	 ����� 
�� 	���
� �(�
����	 
�� ���$������
! ����� 
	����� �! ���
�
� �������� 
	 �� �
$� 	��� � ��� �� �����


�
�! 

�	 ��
� ��
! ����� ����
�� ���������	� ����������
���$���	 
� ���
��
���� ������
��� �� �����	��� 	��� ����� 
����

 

�	� 6�� �7
��
�� ��� 

�


 R� � �T Q 
 
 � �� �
�
� �� �����	����� �! ��� ��"������

������ 
U� 33 J�� H! J�� H! V�������
������ 
U� 
 � � 
 R� � ��! Q 
 
 � �� �

S�����	�� ��� ��	������ �������� ���� ������� 
�	�	 	
��	"�	
��� 

�

�����J����� 33 J�� H! 	J��� H! V�������
�����J����� 
 
� ���4���4 
� ��! ��4���4 
������ 
 
��

���� ��
� ��� ��	�
� �!�� �� ��� �������! �	 ��
���� ����
K��C �� V������� � '��	 �	 ���
�	� ��� ��	���� 	��
����	
�	 ��4����� ��� ���������

 

�	� )�	��
� �� �������� ���
�������! ��� H++ �
���� ��	� �
	�	 � �� ��! �������� �� ���
H++ ��	� �
	�	 <=:B<W XBFN :R; AEFMB:BEF� )� 
 �
����
�� ��	�
�
	� ���	 ��� 	
���! ��� ��������� � �� �	 ��	�
����� 
�� 
 ���
��	� �
	� �	 ������

Y������� ��� 

�	 ������ 
U� 
�� �����J����� 	������

	 �	�

� ��� 	�������	� �������� 
 ���������

 

� �������	
��� ������



��P�Q���� �
< ����4  D��� �� ����� 7
)� ��� ������������ �� 
 

� �	 	�
��� 	
��	"�� � ���� �� �����
�����
�� �
�! ��	� �
	�	 ������� "����� 
�! ����� �� ��
�	�
)� 	��� �
	�	 �� �	 ����
�		 �� 	�
��� ��� H++ �
	�	 �� �����
��� ������������ ��
�	� %
���� ��
� 


�� ��	� �
	� ����� 

���� �� ��� ����$��� �� �����
�� ��
! 
 
������ ������ ��
�
����
�� ��	� �
	�	 .��� ���
�
� �	 H+++2� )� �� �� ��� "��
H++ $

�� ��	� �
	�	 
���� ���	� �
����
��	 � ���� �� 	�� 
�
! ������ ��� ������ �� 	����		��
 ��	�	 �� ���� 
�
� ��
������� �

)� ��� �7
��
�� �� ���� ��
� ��� 

� �
		�� ��� ��	� �� ��
�
	�	 � )� �	 ���� �� �� ��� �����
���� �� ������ ������� ���	
�	 ������� �� ������� �� 	���
� �� ��	��� ���� ��������
!�

2.4 Monitoring Test Data����
�	 �� 	���	 ��
� �� �
$� ��	��� ��� 

� ��� ��	���
��������
! ������ �� �	�
�
�	� ��	 �������
��!� ����$��� ��
��	� �� �
����
� S�� �	 �����! �����J����� 
	 ��

��	�

�����J����� 33 J�� H! 	J��� H! V�������
�����J����� 
 
� ���4���4 
� ��!9C ���D� 
��CC 
�� ������ C� �

��4���4 
������ 
 
��
Y������� ��� 

� ��� �������	 ��� ��		
��

12 F � ���4 566 ����� 
��� ����� C� 7
'�� 9C ���D� ������
��� ���	 ��� ��
��� ��� ��
���� �� 



� � ��� �� �

		�"�	 	��� �� ��� ��	� �
	�	� �� ���	 �
	� ���	�
����� 
� �	 ��� ����! 
�	� ���� �

		�"�� 
	 ?���$�

A � '��	
�� 	�� ��
� 
 

��� ���������� �� ��� ��	� �
	�	 ��
! ��	���
��	������ ���� 
� ����! 
�	� �

#� �
� ��� ���� ������
���� ��
� 3�	� 

��

��� 	��� ��	�
�
	�	 � '�� ������
��� 9�CC�9� ��

 �
���� 


 $

��	 ��
�

�� �
		�� �� �� � 
�� ����� ��� 
 ��	����
� �� ���	� $

��	�
6�� �7
��
� � �� �� ����� I

�����J����� 33 J�� H! 	J��� H! V�������
�����J����� 
 
� ���4���4 
� ��!9�CC�9� 
C��P�< 
�� �

��4���4 
������ 
 
��
�� ����� ��� 
	 
 ��	�
� I

12 F � ���4 566 ����� 7
��� 6 7
�G� 5 7
5G� G 7
�� � 7
G� � 7
5� � 7

�� �� 	�� ��
� ��
! HT �
	�	 ��	��� ��	������ ���� 
 
�	� ����
���� ��
� ��� �
����� � #��
� ���	 �	 ������ �� ���$���
�
��
! 	����� �$������ ��
� ��� 

� ��
�	� �� �	 ����!��� ��
�
$��! 	���� 
�	�	 �����
�� ��� ��	� �
	�	 	� 	�����
!� 5����



 � �� �	 �
	! �� ��"�� 
� ��������	 $��	��� �� ������ �����
��$�����
�		 ����	 ��� 
�	�	 ���� 
� ��	� ��� �
������

'�� ��
	�� ��� ���	 ���
$���� � �� ����	�� �	 ��
� ��� ��� 
��������� ��4���4 
� 	���	 ��� ��	��������� �� ��	� �
	�	
���
��	 	���� 
�	�	 � 	$��! �����
��� 
�	� �� 
����� + �� H
�	 �������� ��� ��
! *+, �� ��� 
�	�	 �� 
����� � 
�� � '��	
��	� �
	�	 ���� 
����� 
�	�	 
�� ���� 
���
! �� �� ��3 ����� �!
�� �	 �
	��

 1	 ��"7 �������� 
��
��
���� �

��� ������������ � '���� �	 
 ��	� �� ���	 ���� �� ����
�� �$ 
��! ���� �� �	� ���������

 

�	� 	� �� �	 

�
!	 ������
��
�� ��$�	���
�� ��� ���������� �� ���$�

 �
	�	 
���� ���	�

���


! ��	����

'�� ��	� 	�
����� � ������� �	 �� ���

�� ��� ��������� ����

 ��	��� ��	� �
�
 �����
��� ��� ������� 
�	�	 � #� �����

�����J����� 33 J�� H! V�������
�����J����� 
 �D���CC ��4���4U��� � 

� H!��4���4 
������ 
 
��

����� 	����"�	 ��
� $

��	 ��� 
� 	���
� �� �����
��� �!
��� ��	� �
�
 �����
��� ��4���4U��� � Y������� ��� 

� ���
��$�	 ?12 3 � ���4 566 �����A � 
	 �� ���
� �7�����

���������� ���$���	 	������ ��� ��� �����
���� �� ��"��
��	 �� ��� ��� ��	� �
�
 �����
���	 � ���� ������
 �$�� ���
��	��������� �� ��	� �
�
� ����� �� ��

 
��� 
� �� ��� ��7�
	������ �

2.5 Infinite Structures'�� �
	��

 �������� 9�9C� �
��	 
 ��� ����! 
�	� � 
��
������	 
 
�	� ��
� ����
�	 ��� �������	 �� ��
� 
�	� ��"����
!�
��� � �
�� 
 
��� 
� ��� ��

����� 

� � �����

��� �� �����W
����� 
	� I

�����M��EC�;�9C� 33 	J��� H! V�������
�����M��EC�;�9C� 
� ���� 
��CC 
�� ��!9�9C� 
� �� 9�9C� 

� �� 
��

5
������ �������$�
! ��� 

� �	 ���� � �� �
���� �� �������
	���� �� 
�� ����
���� ��� ��"���� 
�	�	 �	��� ������
�
�
�(�

��! �� � ����� ���	 ��� ������
��� )�	��
�� �� �
� ����� 
��

�� ��� �������! 
	 
 
����


! �(��$

��� ���� �! �	���
��� �
�� ��
� ��� ��"���� 
�	�	 
�� �(�

 �� 


 "���� �����


	������	 
�� �(�

�

�����M��EC�;�9C� 33 	J��� H! J�� H! V�������
�����M��EC�;�9C� 
� � ���� 
��CC 
�� �� � !� 6 ��!� :� � 
9�9C� 
�� �� � :� � 
9�9C� 

� �� 
���

5������ �		�� ��

��� �� ��"���� 	��������	 �	 (�
���"�
����
�$�� ���� � #� ��

 

��� 	�� ��� �� ��

 ���� ���������	
��
� ��� �7
��
� ��
� ��� 


 ��"���� 
�	�	 � ��� �� �����

 ��
�	 ��� �
�
� ��� �� �����

�� 
�� �7����� ���������	 
����
	��������	 ����
����� ������ �

3. DEFINING GENERATORS

3.1 Arbitrary'�� �
! �� �����
�� �
���� ��	� �
�
 �� ����	� ������	
�� ��� �!��� '��������� �� �
$� ���������� 
 �!�� �

		
��E��� �� � �� ����� 
 �!�� �	 
� ��	�
��� �� �� �
� �����
��

�����
�! �
�����	 �� �� �

9C �� ��E��� ��  
<���
 �E��� �� 33 ���  

���  �	 
� 
�	��
�� �!�� �����	������ 
 �����
��� ��� �!��
 � '�� �����
���� �
� ������ �	� ��� �����
���	 ���
� ��
�� ���������� 
	 ��	�
���	 �� ���	 �

		 � �� 	���
! 
 ��	���
�����
��� �	��� ��� D���CC ������
��� � ����� �� 	
� �� ���
���$���	 	������ � 6�� ��� � �� ��"�� ��� �!�� ��� 
	
����� ��
� 
�
$��� ��� ��������� ��� 
��CC 
�� ��� ��	�
�	�� 
� ����� � ���
�	� 9�9C� �	 ��� ��"��� ��� ����! 
�	�	 �



��
���� ���  � ��� 
� �4 H!  �
���� � �4 �	 
 �
���� ������ 	���9 
 �����
��� �	 3�	� 

�������� ����� �
� �
���
����� 
�  �� 
 �	���� �
����
�
!� Q�� �� ��

 ���
� ��� 
	 
� =><:O=A: �!��� 	� �� ��"��

 �������$� �����
���

9<���� 33 
J�� F J��� H! ��� J��
�� ����	� 
 �
���� ������ �� 
� �����$

� 
�� �� �����
�
����� �����
���	 �� ����	 �� �� �

#� 

	� ���� ������
���	 �� ���
� ����
�7 �����
���	
���� 	���
�� ���	9 �� �� 	� � �� ���

�� ��� �� �� 
� ��	�
���
�� �
	��

 1	 �

		 ��� 4 � '��	 ��$�
$�	 ���
�������� ���
������	 �� ��� ��� 4 �

		

������ 33  H! ���  

!!�� 33 ���  H! 
 H! ��� E� H! ��� E

��� "�	� ��� �� ����� ��������	 
 ���	�
�� �����
��� � 
��
��� 	����� ��� ����� ��� ���
��� 	�(������� ����
��� �����
�����
��	 
�  � 
�� �
		�	 �� �� ��	 	����� 
������� �� ��� 
��
�� 
 E � '�� ��"������ �� 
!!�� ����	 �� �
		 BFM;@;FD
M;F: �
���� ������ 	���	 �� ��	 ��� 
�������	� 
�� �	 ��
!
�
		�� ��� 	���� ��� 
����
! ��� �
	��

 �
���� ������ 
� 
��
�! ���$���	 
� ����
���� �� 	�
�� ��� 	��� ���� ����

-�"���� �����
���	 ��� �
�! �!��	 �	 ��� 	��
������� 
�
�� � 5	 �7
��
�	 � �� ��$� �����
���	 ��� �������	 
��
�
��	 I

���� �9� ��E��� �� J�� 
<���
 �E��� �� � 9<���� 
HG6 F G6�

���� �9� 
��E��� ��  F ��E��� �� E� �!��E��� �� 
 FE� 
<���
 �E��� �� � C�D��G 
F�  �E��� ��  �E��� ��

)� ��� 	����� �
	� �� �	� 
 	�
��
�� ���
��� �������� �
C�D��G � ����� �	 ��"��� �� ����	 �� ������ 
�� 
!!��� ��
�
�� 
 �����
��� ��
� 
��
��	 ��� �
����� ����
��� 
F� ��
��� ��	�
�	 �� ��� ����� �����
���	 � ���������� ����
��	
	��� ���

�
����	 ��� ��	� �� �
	��

1	 �����"��� �!��	�

3.2 Generators for User-Defined Types����� �� ��"�� ��	� �
�
 �����
���� $�
 
� ��	�
��� ��
�

		 ��E��� �� ��� �
�� �!��� ���� �� ��	� ��
! �� ��� �	��
�� ���$��� ��	�
���	 ��� �	�� ��"��� �!��	� )� �������
� ��
���
� ��! �� �����
�� ���	� 
����
���


!� �� 
 ��� �����		��
�� $�
 ��
!�!��� �����
����� G�I � ��� �� �
$� ���	�� �� 
	��
� �� 
�
$� ���	 �
	� �� ��� �	�� � '��	 �	 �
��
! ���
�	�
�� �
�� ���������� �� �� 
 
���������� ���
� �
	! �� ���
� 
���� 
�� �
	! �� �	� �� 
 	�
��
�� �����
����� ��$���� 
���� 9 �� ��� 1� �
�� �� ��
��� �	��	 �� ��� ����� �����
�	
������� 
 ��� �����		�� ������� ������� ���� 
�� ��	����
���� � Q�� 
������ 	����� ��
	�� �	 ��
� �� 	���	 �� �� $��!
�
�� �� ���	����� 
 �����
��� ��� 
 �!��� ������� �������
	�������� 
���� ��� ��	���� ��	��������� �� ��	� �
	�	 �

)�	��
� �� ��������� �����
���	 
����
���


!� �� ��� 
$��� ������
���	 �� ��
�
� 
 �����
���� �� ��"�� ��	 ���
�����
���	 �
	�
!� '�� 	���
�	� � �


�� ����D � 3 �	� �
��	 

������ 
���� 
 
�	� �� 

����
��$� �����
���	 ���� 
 �������
��	��������� � ��� �7
��
� � �� ��� �!�� ;�C��� �	 ��"��� �!

4 � ;�C��� � ��4 � KC�� � �����
���� 
 	���
�
� �����
��� �
� �� ��"��� �!

���� �9� ��E��� �� ;�C��� 
<���
 �E��� �� � ����D

	������ ��4 F ������ KC�� F ������ ������

5	 
������ �7
��
� � �� ���
� �����
�� 
�����
�! 
�	�	 �	���
���� �9� ��E��� ��  �! ��E��� �� 	 � 
<���

 �E��� �� � ����D
	������ 	� F C�D��G 
3�  �E��� ��  �E��� ���

����� �� �	� C�D��G �� 
��
! ��� ���	 ����
��� 
3� �� 
�

�����
�! ��
� 
�� �
�
 � ����$�� � ���	 ��"������ �	 ��� ��


!
	
��	�
����!� 	���� �� �������	 
�	�	 ���� 
� 
$��
�� 
�����
�� ��� �
����� � #� �
� 
�3�	� ��� 
$��
�� 
����� �� 
�	�
�������� �! �	��� D��8���9� ��	��
�� ����� 


��	 �	 ��
	�����! ��� ���(����! ���� ����� �
�� 

����
��$� �	 ���	�� �
#� ��"��

���� �9� ��E��� ��  �! ��E��� �� 	 � 
<���
 �E��� �� � D��8���9�

	 
5 F ������ 	��F 
� F C�D��G 
3�  �E��� ��  �E��� ��� �
�� ����	� ��� ���	 �
	� ���� ����	 
	 ����� 
	 ��� ��
 �
	��

�
���� �� 
� 
$��
�� 
�	� 
����� �� ���� �
�����	�

����$�� � ��� ���� �����

 �
�
 �!��	� �� ����	 ��� ��
�
�� ���� �$�� "��� ������
 �$�� ��� ��	��������� �� �����
���
$

��	� �����	� �� ��"�� 
 �!�� �� ���
�! ����	 � 
�� 

�����
��� I

4 � ����  � U� D  � K� �9< 
����  � 
����  �

���� �9� ��E��� ��  �! ��E��� �� 
����  � 
<���
 �E��� �� � D��8���9�

	 
5 F C�D�� U� D  �E��� ���
F 
G F C�D��G K� �9<  �E��� ��  �E��� ��� �

#� �
�� �� 
$��� ����	��� 
 U� D ��� ����� � ����� ��� �	�
�� D��8���9� �

����$�� � :RB< M;C FB:BEF EF?X R=< = ��� AR=FA; EW :;O� BD
F=:BFN � '�� ��
	�� �	 ��
� ��� ��� �����
���� �� 
 K� �9< ��
������
��� :SE �����	�$� �����
����	 ��	� ������
��� )� ���
"�	� ��� �����	���	 ����	� K� �9<�	 � ���� �����
���� ����� 
�
��	 ��
! �� $��! �
�! �����	�$� �����
����	 


 ������
�� �

�� ��� ��
��� �� ���	 �	 	�


� 	$�� ���� �����
���� ��� 
���
��	 � ��� �����
��� ��	� �
�
 �	 	�������	 $��! 

����
#� �
�� �� 
$��� ���	 I 	���� �� ������� 
 

��� ������ ��
��	�	� �� �
�� �
�� ��	� �� �� 	�


 
�� (���� �

0�� 	�
����� �	 �� 
���� ��� <B�; �� �����
��� ��	� �
�
�
Q�� ��� ������ �� 
 	��� �	 �
�� �$�� �� ��"�� �� �����

 ���

� 
�����
�! �����	�$� �
�
�!�� .����� �
! ���
��� ���� 
���� �!��	 
�!�����2� #� ��������� ��$� ��� ��	���	���
��!
��� 
������� 	���	 �� ��� �����
���� ��"���� ��� ��	� �
�

�����
��� � #� ��
��� ��� �����	���
���� �� �����
���	 ��

��
���� ���  � ��� 
J�� H! � �4 H!  �
����� ��� ��� �
�
����� �	 �� �� ����������� 
	 	��� ����
�� 	��� ������ #� ��"�� 
 ��� ������
���

����4 33 
J�� H! ���  � H! ���  
����� ��� �����
���� �
� �	� �� 
���		 ��� 	��� ����� I
����4 �����
��	 
�  �! �
		��� ��� ������� 	��� ����� ��
��	 �
�
����� � )� �	 ���� �� �� ��� �����
���� �� ����� 
���� ��� 	��� ����� �� 	��� ��
	��
�
� �
! ������ ��	� �
�

�����
���� � 6�� �7
��
�� �� ����� �����
�� ���
�! ����	
�	���

���� �9� ��E��� ��  �! ��E��� �� 
����  � 
<���
 �E��� �� � ����4  �E����

 �E���� 6 � C�D�� U� D  �E��� ��



 �E���� � � D��8���9�
	 
5 F C�D�� U� D  �E��� ���
F 
� F C�D��G K� �9< 
 �E���� 
� �4�� � G��


 �E���� 
� �4�� � G��� �
#��� ���	 ��"������ � ��� 	��� ����� 
����	 ��� ������ ��
����	 �� ��� �����
��� ����	 � ����� �	 (���� ��
	��
�
� �

��� ��
� �� �
$� ���������� ��� ������ �� 
 	��� ������
�� �
� �	� �� 	��	��
! �� ��� �����
���	 ��� ����� �!��	 	���

	 �������	 
�� 
�	�	 .	� ��
� ��� 
�	�
��� $

�� ��	�����$�

����� �	 ������� �! ��� 	���2� �� ��� ��"������	 �� ��� 
	����� �
�
��� ���� �� �� ����"�� 
��������
!�

#� 	���		 ��
� ��� 	��� ����� �	 	���
! 
� �7��
� �
��


�
�
����� ����� �$��! ��	� �
�
 �����
��� �
! 
���		 9 �$ 
��! �	� �� ����4 	��	 ��� 	
�� ������ � #� �� FE: 
������
�� /��$��� ��� 	��� ����� 
���� ��� �����
���	 1� 	� ��
� ���
�7
��
� 
 
����� �����
��� 
�	� ���
� �
$� 	�


�� �
�����	�
������� ��� �$��


 	��� �� ��� 	�������� ��� 	
��� '�� ��
 
	�� �	 ��
� �� ��	� �� 
$��� �����

����	 ������� ��� 	���	
�� ��4����� �
��	 �� ��� ��	� �
�
� ����� ����� ��	���� ���
��	� ��	�
�	 �

#� �� $
�! ��� 	��� ������� ��4����� ��	� �
	�	 I �� �����
��	���� �
�� �������! �� 	�


 ��	� �
	�	 � 
�� ���� ��
� 
�


! �����
	� ��� 	��� ����� 
	 ��	���� ������		�	 � '��	
�
��	 ��� 
 ���
��� $
����! �� ��	� �
	�	� ����� ���� �
��	
��	���� ���� �4����$�� 
�� �����$�	 ��� ��
���	 �� "�����
������ ��	� �
	�	 	
��	�!��� ��� ������������ �� ���������


���������	 � )� 

	� �
��	 �� ���� 
���
! ��
� �� ��

 "�� 

	�


 ������� �7
��
� �� 
 �������!� �� ����� �	 ����

3.3 Generating Functions)� �� 
�� �� ����� ���������	 ��$�
$��� �������� $

���
$
��
�
�	 � ���� �� ��	� �� 
�
� �� �����
�� 
�����
�! ���� 
����	� %
���� 	�����	���
!� �� 
�� 
�
� �� �� 	� � '� �� 
���	�
�� ��� � ������ ��
� 
 �������� �����
��� �� �!�� ���

 H!E� �	 �����	����� �! 
 �������� �� �!�� J�� H! � �4 H! H! E � Q! ���������� �
�
�����	 � ���	 �	 �(��$

��� �� ���
�!��  H! J�� H! � �4 H! E � ����� �����	���	  H! ��� E �
#� �
� ���	 ��"��

���Q��� 33 
 H! ��� E� H! ��� 
 H!E�

�� �	� �� �� ������� 
 �����
��� ��� 
 �������� �!��� ��� 
$���� �� �
� ���	����� 
 �����
��� ��� ��� ��	�
� �!�� �����
	������ ������	 �� ��� 
������� $

��� #� �
�� �
�� ��
���	 ���������� �! ��"���� 
 ��� �

		 �

9C �� ;� �E��� ��  
<���
9� �E��� �� 33  H! ��� E H! ��� E

���	� ������ 9� �E��� �� ����"�	 
 �����
��� �� 
 �
!
��������� �� ��	 "�	� �
�
������ #� ��

 ����� �� 9� �E��� ��
	 ��������� 
 N;F;O=:EO :O=F<W EO� ;O ���� ��	 "�	� 
��� 
���� � ��$�� ���	 �

		 � �� �
� ��"��

���� �9� 
;� �E��� ��  F ��E��� �� E� �!��E��� �� 
 H!E� 
<���
 �E��� �� �

���Q��� 

 H! 9� �E��� ��   �E��� ���
����� �����
��	 
� 
����
�! �������� ��
� �	�	 ��	 
�������
�� �����! ��� �����
���� �� ��	 ��	�
� �

)� ����� �� ��"�� ��	�
���	 �� ;� �E��� �� �� ���� 
 �
!
�� ���	����� �����
��� ��
�	������	� #� ��������� ��"�� ���
��������
���
�		 ��� �����
���� �7�
����
! ��
���	 �� �	��� ���
������ ������
��� �

� �� �� 33 J�� H! ���  H! ���  
����� � �� �� � P ���	�����	 
 �����
��� ����� ��
�	����	
��� �
���� ������ 	��� �� �	 �
		�� �� 
 �
! ��������� ��
� � ������ �
		��� �� �� P � '��	 �������� ��	� �� ��"��� $��!
�
����

!� 	� ��
� 


 ��� �����
���	 �� ���	����� �	��� �� 
��
����������� � ��$�� 
�! 
�	� �� �������	 	�5 F�G F777�:� � ��
�
� ���	����� 
 �����
��� ��
�	������

� �� �� �5 7 � �� �� �G 7 777 7 � �� �� �:
#� ��"�� � �� �� 	� ��
� ��4����� 
�	�	 �� �������	 ��$�
��	� �� ����������� �����
��� ��
�	������	 .���� 
 $��! ����
����
��
��!2�

��� �� �
� ��"�� ��	�
���	 �� 9� �E��� �� ��
� ����	�
������� �����
��� ��
�	������	 ��������� �� ��� 
�������
$

��� 6�� �7
��
�� ��� ���
�
� ��	�
���

���� �9� ;� �E��� �� K��C 
<���
9� �E��� �� E ��D E �<�� � �� �� 6 �C�� � �� �� 5

��
�	����	 
 �����
��� �� ����������� �
!	 ��� ���� 
�� ���
B C�� 9 ��� �����
���	 9� �E��� �� ���� P 
�� 9� �E��� ��
B C�� P ��

 �� ����������� � )� 
 	���

� �
!� �� �
� �� 
"�� 	���
�
� ��	�
���	 ��� �
�! ����� �!��	� 6�� �7
��
� �
��� ������� ��	�
��� 3�	� ���$���	 ��	 ������� 
������� ����

 	�(����� �� ���	 � ����� 
�� ���� �	�� 
	 �����
��� ��
�	 
������	 �� ���� �

)�	�
���	 �� ;� �E��� �� ��� �����	�$� �
�
�!��	 �
� ��
��"��� 
�������� �� 
 	�
��
�� �
����� � 6�� �7
��
�� ���

�	� ��	�
��� �	 3�	�

���� �9� ;� �E��� ��  �! ;� �E��� �� 	 � 
<���
9� �E��� �� 	� � � �� �� 6
9� �E��� �� 

 3
�� �� �� �� 5 7 9� �E��� �� 
 7 9� �E��� �� 
�

'�� ��

 �	 ��
� ��4����� 
�	�	 	���
� �� �
���� �� ���� 
������� �����
��� ��
�	������	9 �� 
����$� ���	 �! �
� 
���� �
�� ���	������� �� 
� ����������� ��
�	������ � 
��
�����	��� ���	� ���� ��
�	������	 ����$�� ���� �
�� ��� 
������� 0���� �����	�$� �
�
�!��	 �
� �� ���
��� �� ���
	
�� �
!� ����� ��� �����
���� �	 ��	���	��
� ��� �
����
���	� ��"������	 ��� �	�� ��"��� �!��	� �� �	 ������
�� ��
�
���! �� 	��
��������
���

6��


!� �� �
� �$�� ��������� ��������	 
	 �����
��� ��
�	 
������	� ���� 
� ��	�
��� �� ��� ����

���� �9� 
��E��� ��  F ;� �E��� �� E� �!;� �E��� �� 
 H!E� 
<���
9� �E��� �� D P�� �

 �E��� �� !!� 
 H! 9� �E��� �� 
D  � P��
'�� ���
 �	 ��
� �� 
��
! ��� ��$�� �������� �� 
� 
�����
�!

������� � 
�� �	� ��� ��	�
� �� ��
�	���� ��� ��$�� ����� 

��� � )� ���	 �
!� ��� ��������	 ����� 
�� ��4����� ��

 ��$�
��	� �� ��4����� �����
��� ��
�	������	�

���� ��
�� �� �� �
� ����� �� 
$��� ������� �� 	�
�� �
����
������ 	���	 �! ��"���� ��� ��� ���
� 
	 
 	�
�� ��
�	 
������ �� ��� �
���� 	���� �
���� ��
� 
 	�
�� ��
��� � ����
�� ���
� ��� �
$� ���� 
�
� �� ��"�� ��� ���Q��� ���� 
���� � 
�� �� ���
� ��� �
$� ���� 
�
� �� �����
�� �
����
��������	�

4. IMPLEMENTING QUICKCHECK5	 �� �
$� 	��� � ��� �������� 8��9:;<�9: �
� �
��
�
���������	 ���� 
 $
�!��� ������ �� 
�������	 
�� ��4�� 
��� ��	�
� �!��	� '� ���
����� ���	 � �� ��������� ��� �!��
V������� � 
�� �� ���
�� ��� �!�� �

		 ���� EC� �



9C �� ���� EC�  
<���
�������� 33  H! V�������

'�� V������� �!�� �����	���	 ������
��	 ��
� �
� �� �������
�! ��	���� � '��	 ��
�	 ��
� �� ����	 �� �� 
�
� �� ����� 

�� �
���� ����� � 
�� "�


! ������� 
 ��	� ��	�
� � �� � 

V������� �	 
 ������
���� �� ��� ��� ���
�� ������ �� 
�

�	��
�� �!�� ����C� � ����� ����	 ��
�� �� ��� ���
�
� �� 
	�
� �� ��� ��	���� � ��� �

		�"�
����	 �� ��	� �
�
� 
�� ���

�������	 �	�� �� ��� ��	� �
	� �

��
���� V������� � V��� 
��� ����C��
S�� �	 �
�� 
 
��� 
� 	��� ��	�
���	 �� ���� EC� � 5� �
	!
�!�� �� ����� �	 �� ����	� K��C � 6������ � ��������	 ��� �����
�� �
� �����
�� 
�����
�! 
�������	 �
� �� ��	���� 5��


	�
!� �$�� ��� �������! �!�� ��	�
� �	 
� ��	�
���� 	� ��
�
�� �
� ��	� �������! ������
���	 �

���� �9� ���� EC� K��C 
<���
�������� E � V��� 
������ 
����C�K��C E��

���� �9� 
��E��� ��  F �<�
  F ���� EC� E� �!���� EC� 
 H!E� 
<���
�������� D � D���CC  �E��� �� D

���� �9� ���� EC� V������� 
<���
�������� � � �

�	��� ��� �������� �������� � �� ������	 �
	! �� ��"�� ���
�������� 8��9:;<�9: � )�	 �!�� �	 I

8��9:;<�9: 33 ���� EC�  �!  H! J1 
�
���� ���
�
	 �� ��� ���
�����
���� �
� �� ����� �� ��� 
� 
�����7 �

5. SOME CASE STUDIES

5.1 Unification5	 
 "�	� .
�� �
���� �
���
����

2 �
	� 	���!� �� ��	 
��		 
 ��"�
���� 

������� ����� �� �
$� ��$�
���� 

���
���� 
 ���������� 	����"�
���� � '��	 �
	 (���� ��$�

��� �
���� 
	 ���
��	 ��� ���
�� ��
� ���������� �
	 �� �����
� 
���� � 
�� ��� ����


	 ��
� ��	� �� 
$������ )� �	 ��� 

���
�� ���	��� �� ���
�
 � 	� �� ��

 3 �	� ��	��		 ��� 
�		��	 ��

�
�����

5.1.1 Impact on Type Definitions6��	� �� 


� ��� �	� �� ���������� �
� 
� ���
�� �� ���
��	��� �� ��� �!��	 �� ��� �����
� � #� ��"��� ��� �!�� ��
����	 �� �� ���"�� 
	

4 � ���Q � � � � � � ;����� � Q� 	���Q���
���� � � � � �� EC� � �
��
���� � Q� � � Q� �����P

�
���� ��
� ��� �(��$

���
4 � ���Q � � � J�� � ;����� �����P 	���Q�

����� �� ���
� ����
�
! �
$� ���	�� �������	� � '�� �!��
�� �	�� ��	������	��	 ������� 
 	����� �	�� 
	 
 ���	�������
�
��� 
�� 
 	����� �	�� �� ����� �����7�	 � 
�� ������� 

�
���

 ������ �	�� 
	 
 $
��
�
� �
��� 
�� 
� ������� �	��
�� ����� �����7�	 �

'�� ��
	�� �� ���	� �� �
�� ���	� ��	��������	 �� ���
�!�� �	 ��
� �� ��
�
�� �	 �� ��"�� 
 ��4����� ��	� �
�

�����
��� ��� � Q�	 ��� �7
��
�� ��
� ��� 	�����	� �
� ��

�����
��� ����	 �	��� ��� ���
�
� ��	� �
�
 �����
��� ���
	�����	� ���� �� �	 $��! ��
���
! ��
� �� ���
� �$�� �����
��
���"
�
� ����	� 	���� �� �	 ��
���
! �� ���
� �����
�� ���
	
�� ���	������� �
�� ����� � )�	��
�� �� ���	� �� �����
��
���	������� �
��	 �	���

���� �9� ��E��� �� � Q� 
<���
 �E��� �� � ����4 � 
� H! ����D

	 ������ 
� Q� 
�� � �� �<�
 ���
� � RH 	5 77C�P ��5� �

����� ��$�	 �	 
 ���� ��
��� ��
� �����
��� ����	 ��

 ��

� 
�
	� �
���


! ���"
�
� � S�����	� � �� 
������ ���"�
����
$
��
�
�	 �� ��	� �
�
 �� 
 	�


 	�� �

0� ����	� � �� ���
� �
$� �	�� ��� 	����� ���Q �!�� 
��$�

�� 	����"�� 
 ��	��� ��	� �
�
 �����
��� ���� 
� �7�
����
D���CC �� �
�� �������!� Q�� �� �	 ���� ���$������ �� 
�� ��	�
�
�
 �� 
����
���


! �����
��� �	���  �E��� �� � 	� ��� �	
������
��� �� �
�� ��	��������	 �7�
���� �� �!��	� '����

�� ����� 
�$
��
��	 �� ����� 	� 

	� I �� ������	 ��� �!��
������� �� ������ ���� �����	 � ��� �	��� ���������� ��
���	
��� �


��� �� ���$������� �� ��� (��	���� �� �����������
��� �!��	 �� �����
�	�

5.1.2 Checking Functional Properties5 ���"�� ����	 �� �
�
�� ��� ������� 	��	�������� � 
��


	� ��� ��		���
��! �� �
�
���	 �� �����	�$� �


	 � 5 ���$������
�
! �� �� 	� �	 �� �	� 
 ���
�� #� ��"��� 
 ���"�
����
���
� � � �����	����� �! 
 �������� � ���� ����
����	

���� 33 � � H! ���Q H! � 
�
P��� 33 � � H! � ���Q

�� ��
� 
�� ����� $
��
�
�	 � 
���� �����	 � #� ���� 
�
�
�� ��"�� 
� /�7���	���

 �(�

��! 1 ����
��� �8� �� ���
���
$

��	� 
�� ����� ���� ��� ���
� 

�	 
�� ���������	 	���

	

����������� � � � 
4� ���� � � � P��� ��
��8� � 
4� ���� � � � ������ ��

5.1.3 Errors Found)� ���
� �� ���� �� �� 
�
� �� ������ ��
� ����������
����� 
 

��� ������ �� �����	 �� ���	 �7
��
�� )� �
�� � ��
�����	 
� 


 ���� ����� �� ��� ���"�� ��	�
� � '��	 �	 ����
�
!
���� 
 ��������� �� ��� ������ �� ����	 ��� 
�����	 �
$�
�����
���� ���"��	 ���$���	
!� ��
� �� ��� �4����$���		 ��
���������� = �� ���� ��� �� �� �� � (���� 	���
!�

0� ��� ����� �
��� �� ��� "�� �����	 �� ��� <@;ABC A=:BEF�
6�� �7
��
� � �� ��"��� 
 	��	�������� �������� ����� �� 
��
���
! 	��	������	 ����
 �� $
��
�
�	 �� ��� ���
�� �� ���
	��	�������� ���
�� � 
�� 	�
��� ��� ��$���	 �������!

�������E��J4�Q������ � � ���E�� � 
��E�� � �� �� ��E�� � �
���������� ��$�

�� ���	 �������! �� �� �

	� I �� ��
�	 ��
!
��� 
�!�
�� 	��	��������	 .�������	� 
� ��"���� ���� �	 ��� 
��
��� � 
�� ��� �(�

��! ��	� 
���	2� '��	 ����� �
	 �����
�	��� ��� �������� ���E���;<�9: � ����� �����	 ��� ��� 
� 
������	 �� �$��! ��	� �
	� ������ �� �����	 �� �

#� ���� ��
���� �� ������� ��� 	����"�
���� ��
�������E��J4�Q������ � � �

 9�9C�9 � ��! ��E�� � 
��E�� � �� �� ��E�� � �
'��	 ���������� �
�� �	 ����� �
���� 
���� ��� ���������	
�� ��� ����� 
�� �������� ���� �������
!�



0� ��� ����	���� �����

���� ��� 	����"�
���� �������
!
������ ��� �� �� (���� 
 
�� �� ���� � ����
�	 ���� ��
�
������� ��� ���
�����
���� � '��	 �
	 �
��
! ���
�	� ���� 
��
��	 	��� 
	  9�9C�9 
�� ��� ���$�

 �� ��"�� 9 
 ���� 	��
�����! 
���
�! ���
� �
$� ��
��� �����

5.1.4 A False Sense of Security'�� ��	� 	�����	 ����


 �� ����$���� ���� ���	 �7���� 
���� �
	 ��� �

	� 	��	� �� 	������! ��
� �
� �� ����������
���� ��� 1	 �����
� �
		�	 
 

��� ������ �� ��	�	 �� ���$�


�
	�	 � #� �
$� 

��
�! �������� �� ���	 ����
�� ���� ��
��	��		�� ���������

 ���������	 9 �� ���	 �7
��
�� �� ��� �	
�
���
�
�! ���������	 �� ���"�
���� 
��
! �� ��� �
	� ����

���"�
���� 	������	� '��! �
� �� 	�
��� ���$������
! ��
��� ����

��������D� �5 �G � � �� ���<��P ��! � � �

<��� � � ���D��� �5 �G

	���� ��� ���"�� ������	 ���<��P ���� �� �
�
	� # ��� 
 
�� 
�
� ��������� � �� 	�� ��
� ��� �
����
! ���	�� ����	 
��
�
��
! 
���
! �� �� ���"
�
� � 	���� $
��
�
�	 ����� (���� ����� �

�� �� ������ ���� �	 
 $
��
�
� ���� ���"�
���� ��

 

��	�
����
��
! 	������� 0� ��� ����� �
��� �� ������� ���� �	 

$
��
�
� ���� ��� ����
��
��! ��
� ���! ��

 ����! �	 	�


�
'��	 ��� �
	� ����� ��� ���� �	 
 $
��
�
� �	 ��
$�
! �$�� 
�����	����� 
���� ��� ��	� �
	�	 ��
� 	
��	�! ��� �������� 
���� = �� ����� ��
� �$�� T*, �� ��	� �
	�	 �
� ���	 ���� 
���!� 5
������ ���������� 	�������� �� /$����!��� 1 �$��!
�������!� �� �
� �
��
! ���	���� ��
� ���! ���� ��������
!
��	����

'�� 	�
����� �
	 �� �	� 
 ��	��� ��	� �
�
 �����
���
��������D� �D���CC ���E EC����D� EC�V �� � 
 
�5 F�G� H!� �� ���<��P ��! � � �

<��� � � ���D��� �5 �G

#� �����
��� /����
�
! ���"
�
� �
��	 1 �! �����
���� EF;
�
���� ���� � 
�� ���

���� �
���� 	������	 �! $
��
�
�	
�� ��� ��4����� �
!	� '��	 �	�


! �����
��	 ���"
�
� ����	�


������ �
! �
�
 �� ���� $
��
�
�	 
�� �	�� �����	�	����
!
�� ��� ��� ����	� #��� ���	 ����"�
���� � ��� ���������� ��
���$�

 �
	�	 ��

 �� 
 ��
	��
�
� �+J�*,�

'��	 �7�������� �����
���	 ��� ������
��� �� ��$�	���
����
��� ��	��������� �� 
���

 ��	� �
	�	� �����$�� ���������


���������	 
�� �	�� �

5.2 Circuit Properties

5.2.1 Lava in a Nutshell
�=�= GV� OI �	 
 ���
 �� ��	������ 	���

�� 
�� ����


! $�� 

��! �
���
�� � S
$
 �	 
 	� �


�� ;� >;MM;M ?=FNP=N;� �����
��
�	 ��
� ��� ������� ��	��������	 
�� ���������	 
�� 



�7���		�� �� 
� �7�	���� �����
����� 

���
��� �� ���	 �
	�
�
	��

�

'�� ���
 �	 �� $��� 
 �
���
�� ������� 
	 
 �������� ����
	���

	 �� �����	 �� 	���

	 �� ������	� '�� S
$
 	!	���
���$���	 �������$� �������	 � 	��� 
	  �4G � 
��G � 
�� 4�C � �
���� ����
��
��� �������	 
�� ��"��� �! ��������� ���	��
Y������	 ��"��� �� S
$
 �
� �� <B�P?=:;M 
	 ��

��	 I ���
���$���	 �����	 
�� ��� ������	 
�� �

��

����

� ��! �$�# ���) �	
� �($
(� �,��
<�P<

6���������� � ��� S
$
 	!	��� ��"��	 ������
���	 ��� ��� 
����	 � 	��� 
	 	�(�����

 �����	����� 
!H!�� �
�


�
 ��� 
��	����� 
R �!�� 
�� 9�C�Q� � ����� �
��	 ��� ������� 
��
���
��
��	 �� �� 
 ��
��� �� �������	 � ���������� ��� $�����


����	 �
5.2.2 Properties in Lava���������	 �� �������	 �
� �� ��"��� �� 
 	���

� �
!� 6��
�7
��
�� �� ��"�� ��� �������! ��
� 
 ����
�� ������� �	 ��� 
���
��$�� �� 	
! I

�����;�QQ�� ���� 9��9 
 F E� �9��9 
 F E� R��! 9��9 
E F  �
����� R��! �	 
����

 �(��$

���� 
����� �� 
�����
�! �!��	
����
����� 	���

	 � �� ���	 �
	� 
 �
�� �

���������	 �
� �� ����


! $���"�� � #� �� ���	 �! ���$�� 
��� <X� >E?BA �����	 �� ��� ������� �� �������!� 
�� �

��

� 
��� 
 �������� �7���		��� �� 
 �
	��

 �
�
�!��� �����	������
��� ������� �

#� �
� ���� ����� ���	 �7���		��� �� 
 "
� 
�� �


 
�
�7����

 ������� ���$�� � 5

 ���	 �	 ���� �! ��� �$��
�
���
S
$
 �������� ����D� � ���� �	 ��� �� �
� �	� �� �� $����!
��
� 
 	� �


�� �

� 
���� ��������� �	 ������
��$� I

� ��! /)+$�� �* +,*-',��#���$/) (���0 

�V�����P 3 777 � C�4 7
'�� S
$
 	!	��� ���$���	 
 ������ �� ��������	 
�� ����� 
�
���	 �� ���$������
! �7���		 ���������	 
�� ����


! $����!
���� �
5.2.3

����������
in Lava'����� �� 
�� 
�
� �� $����! ���������	 
���� �������	 ��

S
$
� �� ���
�
! ����"� ���� �7������� �� ���� 
 ��	����
���
 
��� ����������� '���� 
�� ��� �
�� ��
	��	 ��� ��
� �

'�� "�	� ��� �	 ��
� �


��� 
� �7����

 ������� ���$��
�	 
 $��! ��
$!������ �����		 � #��� $����!��� � 	
!� 
 V� 
��� ��
���
��� � ��� �����

	 ��
� �� �����
�� ��� �7����


������� ���$��� 
�� (���� ��� 
�� �� ����� �
$� �� �
�� ���

 
��� ���� �� ��� 
� 
�	����

�� � 
 �!���

 ��$�
������ �!�
� �	 �� ����� ���� ��� 	��� 
�"�
���� �� ��� ������� "�	� � ���� �
�� 
� ���
�����
���� �
���������� �� ��� ��$���	 ���	� 
�� 

	�
!� �


 ��� �7����


������� ���$�� ��� $����!��� ��� ���������		 �

���� �	 
� �7
��
� �� ��� �� �	� ���������� �� S
$
 I
� ��! "#$%&'()%& �* +,*-',��#���$/) (���0 

�
12 3 � ���4 566 ����� 7

5����� ���	 ��	���� �������
��! �� S
$
 ������ ��� �� ��
(���� 	��
��������
��� ���
�	� S
$
 

��
�! �
� 
 ������ ��
���������	 � '�	���� �
� �� ���� ��� 


 ������� �!��	� �$��
	�(�����

 �������	 .����
����� 

����	2� #� 	���
! ����� ���
������� �������! ��� 
 	�(����� �� �����	�
5.2.4 Higher Order Testing'�� 	����� ��
	�� ��� �	��� ��	���� �� S
$
 �	 	���
! ��
�
�� �
� ��	� �EO; ���������	 ��
� �� �
� ����


! $����! N
'�� �7����

 ������� ���$��	 ��
� 
�� ��������� �� S
$

�
� ��
! ��

 ���� 
� ��	� "�	� ����� 
����	 � 
�� ��� S
$

	!	��� �	 ��
! 
�
� �� �����
�� �����

	 �� ��
� �!�� �

��������	� �� ���
� 
��� �� $����! ���������	 
���� AE� D
>BF=:EO<� 6�� �7
��
�� ���$��� ��
� 9�C�Q� ��	�������	 �$��

!H!�I
�����;�Q������8;�C�Q� 9��95 9��9G ��� �9�C�Q� 
9��95 !H! 9��9G� ���
R��! 
9�C�Q� 9��95 !H! 9�C�Q� 9��9G� ���



�	 $��! �
�� �� $����! �� S
$
 W EO =?? 9��95 =FM 9��9G � )�
�
�� � 	��� ���������	 
�� �
�� �� $����! 
����
���


! �� ��� 
��

 .�� �
� �� �� ��� 	�


 "7�� 	���	 ����$��2� Q�� 	����
�� �
� �
����
! �����
�� ��������	� �� �
� 
� 
�
	� :;<:
���	� ���� �� ���������	 ��� 
�����
�! �������	 �

5 ��
��
�� �	 ��
� �� �
$� �� "7 ��� �!��	 �� ���	� ��� 
����	 � �����
	 ��� ������
���	 ����	�
$�	 � 
�� ���	 ���
���������	 
���� ���� � 
�� ��
!������� �� ��� �������	 1 �� 
��� 
�� ������ �!��	�
5.2.5 Errors Found'�� 
�����	 �	�� ��� ���������� 
���
�! ���
� ��$�
�����

 ��

������ �� 
��������� �������	 � ���$���	
!� ��	���� �
	


��
�! �	�� �� ��� ��$�
������ �����		 � ��� ��
! �� 
 $��!

������ 
�� 
� ��� �
!� ��� � ���� ���� �������� ��	����
�
	 ��		��
� �

'�� �����	 �� ����� �� ���	� �
�����

� �������	 ���� ��
��� ����	� 6��	�
!� �� ����� �����	 ��
� ��� ����

 $���"�
 
���� ������ ���
� �
$� ����� 
	 ��

I 
����

 �����	 �� ���
�������	 � Q�� 	�����
!� �� 

	� ����� �����	 ��� �� ��� �
��
��
� �
���� ����� 

	� ��
�	 �
���� ����� <B�;� 6�� �7 

��
�� ��� 
� � ��� � �  ��� 
���� � �� ��
! �	� 
�� ����


!
$����! ��� ������� ��� 	����"� ����� 	���	 � %
���� ��	����
�����	 �
�! ���� ������
����	� 
�� �� ����� ������ ���
��
� �� �
� ��������� �� ��"�� ��� �� ���	� �
	�	 N
5.3 Propositional Theorem Proving6�� ��
����� �����	�	� �� ���
������� ��� ��4����� ��

 
����� ������	 �� �������� �� 
 	�� �� �����	�����

 
����
�

�	�	 �	 �����
������!� 0�� �� ���	� ������	 �
	 ���
-
$�	 ����
� ������ GUI� ����� �	�	 �
����
����� �� ��� 
��
�� 
 
�	� �� 


 ����
	 � '�� ����� ��� �
	 ���

�
��� 1	
������ GH�I � ����� �	 
� ������
��� ������ 
�� �	�	 

$
��
�� �� ��� ��
���
 ����� 	!	��� �� �
���� ������
����

���� ��� 
����

	 �� ��� �

�	� 	�� �

���� ;C ��� � 	U��� HH 4�����9����
���� ��4�C � 	U��� HH 9�����9����

4 ���V��� Q 33 	;C ���� H! 	��4�C��� � CQ �9: 33 J�� H! 	;C ���� H! � �E� ��4�C
'�� �� � CQ  �9: �������� �
��	 
� �7��
 
������� � 
� J�� �
����� �	 ��� 	� �


�� ?	
���
���� 
�$�
A � 
 �
�
����� �����

����	 ��� ����� �� ��� �����	 � 
�� �	�


! 
��	 ������� + 
��
V� )� ��� ��	�
� �� �� � CQ �9: �	 ���<��P � �� ��
�	 ��
� �����
�
	 
 �����
������� � )� ��� ��	�
� �	 ���� Q � �� ��
�	 ��
�
�$��! ����
 �� ��� �

�	� 	�� 	���
� �
$� Q 
	 
 	�� ����
�

����� 4 ���V��� Q �	 ���� ���� 	��
���� ����
�� �� �� 
�
����� ��
� �� � CQ �9: � �� �
���� �� ����� ��� 

����

�
��	� ��� "�	� � ���� �	 ��� �� �����

�� ��� ������


�������! 	�
��� 
��$� I

������� � CQ �9:����MV 33 V�������
������� � CQ �9:����MV �D���CC 9C ���� � 
9� H!D���CC 
9<���� 
6 F��� � 
� � H!9 �� �� � CQ �9: � � 9� �D

���<��P H!9�CC�9� �9���� 4�9���� � �
4 ���V��� Q 9� �� 	�

���� Q H!��� 
��CC Q � ��!9�CC�9� 
C��P�< Q � �

 CC 
Q ���E��4�C �� 
4 ���V��� Q 9��

���� ��
� �� ��

��� 	��� 	�
��	���	 ������
���� I ?�����
 
�������A ���� ��� ��	�
� �
	 ���<��P � 
�� ��� 	��� �� Q ��
��� �
	� �� ���� Q � #� 

	� �7���		�� ��
� �� ��	(�

��! 

��	� �
	� ���� �� � CQ �9: ������	 ���� 	� �

# ��� ��� ��
� �� ���	 �������!� ���������� ����� V ���	 N
'��	� ���	 ���� ��� �� ���
���� ��3�	��"�� 
		�������	 ��
�
� 
���� ��� ����� � '�� ���
�����
����	 �� ���� 

�� 
�����	 
		���� ��
� �� �

�	�	 �� ��� ����� ���
� ����
��
��� 	
�� 
����

 ������ 
�� ��� �� � CQ �9: �������� 
		����
��
� ���� �� ��� ����� �

�	�	 �
	 ����!�

'�� �
�
 �����
��� 9C ���� �	 ��"��� �	��� ��� 	
��
������(��	 
	 �� 	������

5.1.1
� '�	���� ��� �������! ����


���� V+ 	�����	� 
�� ���� ��� ������ �� ���
� 	�� ��
�
��� ��	��������� �� ���<��P $	� ���� Q �
	 
���� *+�*+�

5.4 Pretty Printing5��! ��

 �������� 
� ������	���� 	���! 
���� �	��� �����W
����� �� �	� �� �	�� �� �� ��$�
����� 
 $
��
�� �� #
�
�� 1	
�����! �������� ������
��� 
���
�! GHUI �� �
$
� 6��	� � ��
���
������� ��	 $
��
�� ��������


!� �	��� �
	��

� '����
	��

 �	��� �
	��

 � �� �	�� 
 	�
�� ���
� ���� �7�������	 ��
��$�
�� 
� �����
��$� ���
�����
���� �� ��� 	
�� 
���
�!�
'�� ���
 �
	 ��
� ��� 	����� ���
�����
���� ����
	 ��
�
���	 �� �� 
 �
$
 ���
�����
���� �

'��� � �� �7���		�� ��� ��

����	��� ������� ��� ��� ��� 
������ ���
�����
����	 �	��� ���������� ���������	 � ��
�����	 I 	
RB< �PBA� ?X @EBF:< EP: SR;O; �X O;=<EFBFN B< W =P?:X�
=FM @OE�BM;< NO;=: :;<:< :E A=:AR :R; AEOF;O< EW :R; B�@ ?;� ;FD
:=:BEF 
 
RO;; @OE>?;�< S;O; W EPFM� :R; :RBOM EW SRBAR <RES;M
:R=: � R=M � ;ON ;M :SE AEFA;@ :< BF �X B�@ ?;� ;F:=:BEF :R=:
� <REP?M FE: R=�;
�6����������� �� �
�� 
� �����$����� �� ��� �
! �����W
����� ������	 ������� �7
��
�	 � ��������	� ��� �������
�7
��
�	 ����� 
�� $��! 

���� 
�� �� �	 ��&��
� �� �� �
��
�� ��� �������! 
�� �����	�
�� ��! �� �	 
 ������� �7
��
� �
����$�� � ���� ��� ������� �7
��
� �	 
� �
����� �� 
 ���� 
	�
��� �
�
�!�� � ��� ����
�� �
� ����� �� 
��
��� �� ��� ��
��� 	�� ����	 �� ��� ������� �7
��
� ������ ��

 �7������
��� ��E��� �� �

		 ���� 
 ��� ������

�Q CC�� 33  H! 	 �
����� �	 �������� �� ������ 
 
�	� �� 	�


�� � ��� 	���

�
$

��	 �� ��	 
������� J ��� �7
��
�� ������ 	������	 � ��

�
���� ��� 8��9:;<�9: �������� 	� ��
� ���� 
 �������
�7
��
� �	 ������ �� ����	 �� "�� 
 	�


�� ��� �	��� ���	
�������� � )� 	��� �
	�	 ���� 	�


�� ��������7
��
�	 ����
������ ���
�
! �������� ��� ���� �� �����	�
�� ��� ���
������

'�� 

	� 	��� ��

 �
�� �� ��$�
����� ��	 �
$
 �����!
�������� 
���
�! �
	 ������� ��� 	�
�� 
�� �7������� ���
�
����
 �� �
	��

 �� �
$
� �� ���� �	�� ���������� �� ��� 
��
�� 
 

��� ������ �� ��	� �����	 ��� ��� �
$
 ����� ��
����� �� ����� ��
� ��� �
$
 ���
�����
���� �
	 �(��$

���
�� ��� ��� �
	��

 ����
	 �

5.5 EdisonY���	 0�
	
��1	 � MB<EF �	 
 
���
�! �� �&����� �
�
 	���� 
����	 	���
�
� ��� ���
�����
���� 
�� �	� �� ��������

 ��� 
��
����� 

���
��	� �� �
	 �	�� ���������� �� 	�
�� 
��
��	� ���������	 �� ��� 
���
�!� 	$��! �
�
 	�������� �� ���

���
�! �
	 ���� �
�� 
� ��	�
��� �� ��E��� �� � 
�� ��
�
	 ���
���� 	�$��

 �7��
 ����
�	 �	����


! ��� �����

����
���������	 
���� ���	� �
�
 	��������	 � �� ������	 I 	�X ;�D
@;OB;FA; R=< �E<:?X >;;F :R=: EW = �;OX <=:B<C ;M P<;O 
 �����W



����� ?;:< � ; :;<: � MB<EF SB:R @OE>=>?X ��� ��=X>; ?;<< ��
EW :R; ;� EO: EW �X @O;�BEP< :;<: <PB:;� =FM ME;< = �PAR >;::;O
� E> :E >EE:
�0�
	
�� 

	� �������	 
 ��
��
��� �
$��� �� �� ���� ���
�
	��

 ����
� 	!	��� � �� ����� �	�	 ��� 	����"�
���� ��

 �
�
 	�������� �������� ���� ��4����� ���
�����
����	�
5 �
���

 �
! �� �� ���	 �	 �� �

�� ��� 	����"�
���� �� ���
����
�� 
�� �
�� ���
�����
���� �� 
 	����
�� ����
�� Q��
	���� ��� 	����"�
���� �����	 �� ��� ���
�����
���� � ���� ���
	����"�
���� ����
� ��	� ������ ��� ���
�����
���� ���
�������
! ����� ��	� � 0�
	
�� �
	 ��
���� �� ���� ��� 	��� 
�"�
���� ����
� �! �
�� ������ �
�� ��	� � 	� 
	 �� ������
��� ����� ���
�����
���� N ���� ������
�
� ���
� �� �� �
 
�
������	� ��� 	����"�
���� �� 
� ���
�����
���� ����
�9
�S 	�!
� �������	 ���
� �� ��


! ��
���
 ���� N

6. DISCUSSION

6.1 On Random Testing5� "�	� 	���� � �
���� 	�
������ �� ��	� �
	�	 �
! 	���

 $��! �
�$� 
����
��� �!	���
��� ������	 
�� ����� ��� 
������ I �� �����

� 
 :;<: =M;�P=AX AOB:;OBEF �	 ��"���� 
��
��	���� �������	 �! �����
���� ��	� �
	�	 ����� ���� ���

��(�
�! ��������� � 6�� �7
��
�� 
 	���
� ��������� �	 ��
�
�$��! ��
��
�
� 	�
������ 	���
� �� �7������ �� 
� 
�
	�
��� ��	� � 
 ���� ����
�7 ��� ��
� �$��! ��
	��
� ������
 
��� �
�� .���� �7�������	 ��� 
���	2 �� ��

���� �� 
� 
�
	�
��� ��	� � 5 ���� $
����! �� 
��(�
�! ������
 �
$� ���� ��� 
��	�� 9 
 ������ 	��$�! �	 GHTI �

#� �
$� ���	�� ��� �� �
	� ���������� �� 	��� 
� 
�� 
(�
�! ��������� � )� �
�� � ���	 �	 ���
�	� �
�! �������
 ���
�
���� �����������
���� ������ ���! ���
� �� 
��
��� �� �
	��


�����
�	 J �� �	 ���� 
�		 �
�
� � ��� �7
��
�� ��
� 
 ������
 
��� �
�� �	 �� 
 

���
�� ���� ������ ����� ��������	 
��


�! �$

�
���� � )� �
�� � 	��� 
 ��������� ���
� ����� �	 ��
�	� ���� ���� ��
$!������ ������	 J �$�� ��
	����� �
��
��$��
�� � ��� �7
��
�� ���
� ��(���� �����
�� ����"�
����	

�� ���	 ��� ���������� �� 
 �
�����

� ���
�����
���� ��
�
	��

 .�
��
! ��� ��� �� ����"�� �� ��

��� �
�� ����� 
�
����2� �����
���� ��	� �
�
 �� �7����	� 
 �
�����

� �
��
��(����	 ���	��
��� 	�
$��� I ��� ��	� "�� ����� $

��	 �����
�
�� ��� 	����	 �� ��	�	 

��� ��� ��$�� �
�� ������� 	��� 
�"�� ��	�
�	 � #��
� 	��� ���	��
��� 	�
$��� �
! �� ��
	��
�
��� 
��������� �
�
� ��� ��� ���� 	!���
�� �
�
�!��	 �����
�� �
	��

 �����
�	 �� �	 
 ��&��
� ��	�
��� ����
�� �� ��	
��� ����� �

����$�� � 
�
�� ���� ��� ��&��
�! �� 
����
���� 	!	��� 

��� ��	���� ������	 ��� �
	��

� ����� �	 �� �
�
� ��
	�� ��
��
��$� ��
� ����� 	� ���
� !��
� ������ ��	�
�	 � )� HTU� �
-��
� 
�� ��
��	 ����
��� ��� �
�
� ��������� ����
��
��!
�� �
���� ��	���� ���� �
������� ��	���� � 
�� ��	��$���� ��
�
��� ��4������	 �� �4����$���		 ���� 	�


 GTI � �
�
�� 
��
'
!
�� ����
��� ����� 	���! ���� �7���	�$�
!� 
�� ������� 
�
��� ��� ������

 ��	�
�	 GH�I � 5
������ �
������� ��	���� �	
	
����
! ���� �4����$� 
� �7��	��� �
�
�	 � �� (���� �
�
��1	
�7��

��� 	��$�! GHHI� 	�X :=�BFN ��� �EO; @EBF:< BF = O=FD
ME� :;<:� =FX =M�=F:=N; = @=O:B:BEF :;<: � BNR: R=�; R=M B<SB@;M EP:
�6�� 	�


 �����
�	 �� �
�����

� � �� �	 
���
! ��
� �
����
��	� �
	�	 SB? ? ������ �7����	� 


 �
��	� ��� �7
��
� � 	� ��
�
��	� ��$��
�� �	 
���
! �� �� ���� �! 
�! ��
	���� �	���
����������� �� 
��
! �
���� ��	���� 
� 
 "�� ��
�� I ��
����� ���������	 �� ����$���

 ��������	� ��� ��� ��������	

���! �


 
�� ��	��� �����������
!� �� �$�� ���� ����������
�	 �	�� �� ��	� 
 

��� �����
� � �� 

�
!	 ��	� 
 	�


 �
��

� 
 ����� '�������� �� �
! �7���� �
���� ��	���� �� ����
�
�����

�
! ��

 �
��$�� ���	 � �������� ���� ��� ���� ���
��� ��&��
�! ��


����
���� 	!	���
��� ��	���� ��� �
	��

 � ��� ������ �� �
� 
��� ��	���� �	 �
�
� �

6.2 Correctness Criteria'�� ����
�� �� ����������� ������� 
 ��	� �	 �
		�� ��
��� �	 ����� 
	 ��� EO=A?; @OE>?;� � 0�� 	�
����� �	 �� ��� 
�
�� �����
� ������ ���� ��
� �� 
������ $��	��� �� ��� ��� 
��
� � ����
�	 
� �
��� ��� � �� ����
�	 
 	���
�� � 	
���� �
��� /��$���	
! ������� 1 $��	��� � 5
����
��$�
!� 
� �7����
�
�
	����"�
���� ����� �

! ��� 	
�� � ��
� � '��	 ���� �� ��
�
�
�
� �
	�
! �� �7���		�� 
	 
 ���������� �������!� 

������
��� ���������	 
�� ���� ���� �����

�

����$�� � ����� ��� �
� ����� ��
� 
 �����
� 1	 ������ �	
������� ���� ���� �&�����
! ��
� ��� �
� ������� ��� ��� 
��� � Q
�� 
�� @
��
� �7�
��� ���	 �� ����� ���� �� O;<P?:D
AR;A�BFN G�I I 
 �����
� ������� �	 ��"��� �� �� 
������
�����
� ����� �

		�"�	 ��� �����
� 1	 ������ 
	 ������� ��
����!� ���� 
 ���� ����
��
��! �� �

		��!��� �������
!� 
��
���	 	� ���� 	�����
! 
���� ����
�7��!� '��! ��	������	� ��� 
��
� AR;A�BFN ���� �����
� :;<:BFNI ����� �����	

 �	 ��
�
�����
�	 	���
� 

�
!	 ����� ����� ������ � 
�� ������ ��
������� ���� Q
�� �� 

� 	����� ��� �����
�	 ����� �	� 



! ������� ������� 
�	���	 �
� �$�� AEOO;A: ����� ������
G*I .�� �
�����

� ���
��	2� 0� ����	� � ��	�
� �������	 �
�


	� �� �7���		�� 
	 ���������� ���������	 � 

������ �� �	�
���� ��� ��	���� �
���� ��
� 
	 
 �
�� �� ��� "�

 �����
� �

����������1	 �������! 

���
�� �	 ����$�� ���� �����


��
� ��	�
� ��������� � �
 ���������

 ���������	 �� 	����"�
��	� �
�
 �����
���	 � �� �
� �7���		 ���������	 ����� ��
�
��
! ��� 
 	��	�� �� 


 ��		��
� �����	� '��	 �� 
$��� ��	����
��������	 �� �
	�	 ����� 
�
� �� ��� ���� �����	 � �� �
	�	 ��
����� �� �� ��� �
�� 
���� ��� ��	�
� � 6�� �7
��
�� �� ��
��� ��	� ��	������ ���� 
� ��������� 
�	� = ����� �	 �� �����
�� ����� 	� � ��� 
 ��	�
� ������� ��	� $����! ��
� 
 �����
�
�������	 ��� /������� 1 ������ �� =?? �
	�	� �$�� ���	� �����

�� ��������	���� � �����$�� � ���������� ���������	 
�� ���

������ �� �������� ��� ��	�
� �� 
� ����$���

 �������� �



= ��� �������! ��
� 
� ����
��� �	 
		���
��$�� ��� �7
��
� �
�
���� ��


! �� 	
�� �� ����� ��� ��	�
� �� 
�! ����$���

 �	�
�� ��� ����
��� � ��� 	��

 �7���		�	 
 �	���
 /�
��

1 �������!
��
� �
� �� ������� �! ��	���� �

'�� ���
 �� ��	���� ��� ���������	 �� 
 	����"�
���� �� 
����
! �
	 �	�� �� ��� -5)�'� 	!	��� GH+I ��� ��	���� 
� 
	��
�� �
�
 �!��	� ����� �����
�� �(�
����

 ���������	 ����
��	���� ���� � 

������ ��	� �
	�	 �
� �� �� 	���
��� �! ���
�	�� � S
����� 
����
��� ��	� �
	� �����
���� � -5)�'� ���
��� ���� �(��$

���	 �� ��� ���������

 
�� (�
���"�� ���� 
�����	 � 5
������ ��� 

���
�� �	�� �
	 �����
��$� � 
�	��
��
�
�
 �!�� ����
����	 �
� �� �� ��������� �� 	��� �4��� �����

�������	� ���	 ��� �����
�	 �� �� ��	��� ���� �		����


!
��	������� �� �� ��������

� S
��� ���� 
��	 �� ��

7 ���	
��	�������� I 5���! 
�� �
�
�� ��	����� 
 ������(�� ��� ��	� 
��� YLL �

		�	 
�
��	� 
� 

����
�� 	����"�
���� � ����� �	

���
��� �� ����� �� ������� ��� ������� ��	�
� GHI � ��� 
�$�� � ��� 	����"�
���� 

���
�� ��	� �� ��	������� �� �����
�� ��
�
���� ��
� 	����"�
����	 A=F �� 
���
����

'���� 	���	 �� �� �� ���
�	��� ���� �� 
����
��� ��	� 
��� �� WPFA:BEF=? �����
�	 
�
��	� 	����"�
����	� #� 	���
!



��	��$� ��
� ��������

 �����
�	 
�� �������! �
	�� 	���� 
"�
����	 
�� 
 $��! ���� �
��� I �� �
� �	� ��� ��$�� ���� 
�����	 ������
! ��� ��	���� � �����$�� � ��������� ��� 	����" 
�
���� 

���
�� �� �
	��

 ������	 �	 �� ����� $��! �������


�� ��7��
� ���������	� ���� 
 ������� �� 
�
����� �4���
��(����� �

6.3 Test Data GenerationY�������

 �
���� ��	���� ���
	 �����
�� ��	� �
�
 ��

������ ���
��	� ���� ��� ��

 �� �
������ ��� ��	���������
�� 
���

 �
�
 ��� ��� 	!	��� ����� ��	� J ��� 	� �


�� E@;OD
=:BEF=? @ OEC ?;� )� ���	 �
	�� 	�
��	���

 ���������	 
���� ���
��
� ���� ������� 	!	��� �
�
���	 �
� �� ��
�� ���� ���
��	� ��	�
�	 �

)� ����� �� �����
�� ���� ����
�7 �
�
� �� �	 ����		
�!
�� ���$��� 
 ��	�������� �� ��� �
�
1	 	��������� 5 ���� 


� 
����
�� �� ����� 	� �	�	 NO=��=O<� ����$�� � �� �
	
��

�	�� $��! �
�
! ��
� �����7� ���� ��
��
�	 �
���� �7 
���		 


 ��� ��	���� ���������	 �� ��	� �
�
 J ��� �7
��
��
��
� 
 �����
��� �
���� �����
� ����
��	 �� �����

���
������"��	 � '�������� ��� ��
��
�	 ���� ���
���� ���� 
� 
����	 G�I � �� �7������ �� 
�������� ��
��
�	� '��	 
����
��
�
	 ���� ��	� �	�� ��� ��	���� �����
��	 � 

������ �
����

����	 ��� ��	 �	� �� �
�! �����7�	 GH*I �
��
��
�	 �
$� ���� �	�� ��� 	!	���
��� ��	���� � �����

��� �7
��
� ��� �����
��� ��	� �
�
 �	 ��(����� �� �7����	�
�
�� ���������� 
� 
�
	� ����� ���� 
� 
��(�
�! ����� 
���� �
!�� �� �
�����

�
! 
�������
�� ��� �����
�� ��	� 
��� � �
���� 

	� �	�� ��
��
�	 ��� �
���� ��	���� GH*I �

�� ����� ��� ������
���� ����
�� ��� �����	�$� ��
��
�	�
��	 	�
����� � ������ � �
	 3�	� �� �����
	� ��� ����
��
����	 ��
�����
���� 
�
$�	 	� ��
� �$����

 ������
���� �	 ��
�
������
0�� �7�������� �	 ��
� ���	 ��	�
�	 �� �
� ��� ���� 
 ������ 
���� �� ���$�

 ��	� �
	�	 � 
�� ��������� ���&����� ��	���� J
���� ��	�	 ��	� �� ��� �� �7����	� ��� �����
� ������
!�
#� ��
��$� ��� ������ �� ������

��� 	���	 �	 ���� 	������� �

)� 	���	 ��
� ��� ���� �� 
�
�� 
 ����
�7 

���
�� �� �7 
������ ��
��
�	 �
	 �������� ��� 
������� �� ���	� ���� 
��	 �� ��
����� � Q! ��������� 
 ��	� �����
��� 

���
��
�� �
	��

� �� ���$��� .
� 
�
	�2 ��� 	
�� �
�
��
����	� ���
	�
�� ��� �����
���� ��� ���� �� 
�
�� ���� ��
� 
 ��� ���
����
���	 � 5� ��� 	
�� ���� �� ���$��� 


 ��� ����� 
��
��7���
��! ������ �� �����
�� ��	� �
�
 	
��	�!��� ����
�7 �� 
$
��
��	 � �� 
 

���
�� ��� �����
���� 

��
�! ����	� Q!

������ �����
���	 �� �!��	 $�
 �
	��

 1	 �

		 	!	��� � �� �� 

��$� ��� �����
���� �� ��� ���� �� 	�����! �����
���	 
� 



�� �
�! �
	�	 � 
�� ����� ���! ��	� �� 	����"��� ��� ��� 
��
���� 1	 ���� �	 �	�


! 
������ �� 	�����!��� �����
���	
��� ��	 �� ��� ��� ��� �!��	�

6.4 On Randomness#� �
$� ����������� 	��� ������	���� ����
��	 �� ��
	�� 
��� 
���� �����
�	 ����� �	� �
���� ������ �����
���� �
)� �
�����

� � ��� ��� ���
� ����� ���������� �	 �
	�� ��
�	 ��� 
 ���
� 
� 


 N Y��	���� ��� "�	� ���
� 

� I

������ 
 !!� D � D 

����� ��� ���
�����
���� �� ���� 	�
��	 ��	 �
���� ������
	��� �� !��
� ��� 	���	 �
		�� �� �
�� ����
��� ���� D �	
�
		�� MB� ;O;F: 	���	 �� ��� ��� 	���	 �� ��� �(�
���� � 
��
�
! ��������� ������� ��4����� ��	�
�	 � �� ��� 

� 	���
!
���	 ��� ��
�� ���


!� ����$�� � �� ���	���� ��� 

� �� ��
����� ���
�	� ��� ��� 	���	 ������� ��� 	
�� MB<:OB>P:BEF ��
��	�
�	� �$�� �� ��� ��	�
�	 ��4�� ��� 
�! �
�����

� 	��� �

Q�� ��
� � �����	�
!� �� �� ��
� �! /���


! 1 L #� �
����
"7 ��� ����
�� 3�	� �! �������������� �(�

��! ��� ��� ����!�� � �

����� ��� ��� 	���	 
�� 3�	� ��4����� �����	���
����	
�� ��� 	
�� 
�	��
�� �����
��� � '��	 �	� 1� ���� �������
���
�	� �� �
� 
���


! ��	��$� ��� ��4������ 
� ����� �!��	
�! 	���
!��� 
 �
���� ������ 	���  	�������� �� �
$� ��
�� 
�
� �� �� �� ��� ��� �!�� �	 �� �� �	���
� )�	��
� �� �
$�
�� ����������� ��
� �� ��
� �! �����
� �(��$

���� �� ���
���	���� �� �
���� ������ �����
���� �

#� ���� ��
� ���	 ��&��
�! �	 �! �� ��
�	 ���"��� ��
�
	��

 I ��� �����
��$� �����
�

 3� � �4�Q 
� � E 3� � �4�Q 
� � 9 3�  H E �
�	 ���


! �(��$

��� �� ��� 	
�� �����
� ���� ��� 
		��� 
����	 ��$��	�� �� ��� 	
�� 	��	�� ��� �� ����	� �������	 

��4����� ��	�
� � '���� �	 	��� ������	���� 	��
���� �����!
�� �� ���� �����

6.5 On Lazy Evaluation#� �
$� 
����� �� ��� �
	� ��
� 

�! �$

�
���� �	 
� �� 
$

�
�
� �����
����� ���
� ��
� �
���


! ��
���	 ��� �
!
�����
�	 �
� �� 	��������� GHVI� ��� ���������� �	 .��
����	�2 ��
! 
�
� �� ��	� ������
�
� ���������	� )	 �����

 ������� ����L

)� �
�� � ��� ������� �	 ���� 
�		 ��
� ��� ����� ��
� 
���� 5	 �� �
$� 	���� 
��$� � �� �
� �������
! ��

 �	�
��"���� 	��������	 �� 	����"�
����	� ���$���� ��� ���������	
�� 
���


! ��	� 
�� ������
�
� J ��� �7
��
�� �� �
� ��	�
��
� 
�����
��
! 
��� ���"7�	 �� ��"���� 
�	�	 
�� �(�

� �
����
��
� ����
���� ��� 
�	�	 ����	�
$�	 � 0�� ��� ���
� �
	 



�! ���� ����
���� .���
�	� �� 	�
�� ��� �
���� ������
	��� � �
���� ��
� ����
���� �� ������� "�	� ��� ����
���
���� ��� �����2� 
�� 	� �� �
� ����
! ��"�� �����
���	 ��
�
������� ��"���� ��	�
�	� #�
� �� �
���� �� �	 E><;O�; ��� 
������
���� �� 
 ��	� ��	�
� � �� �� �
���� ��	� � ��� �7
��
� �
��� �������!

������� 

�����4�D���4� �� ��4�D���4
0� ��� ����� �
��� �� 
 	��	� 
 ���
� ��	��� �
���� �� 
	��$� ��� ������
���� ������ � 
�� �� �� �
$� ���� 
�
� ��
��	� 

�! �����
�	 	
��	�
�����
! �! �
�� 	� �
� � ���� �� 
��
��� �� 
 ���	� ��	����� �� �� �	� ����������� ��� 
 ���
�
��	��� �
� ��	��$� ��
� ������� 

�����4�D���4� �������	

� ����� ��		
�� .���� ��� �$

�
���� �� ��4�D���42 �������
��������� 
�! ����� ������ "�	� � 
�� �
� ���	 ����� ��
� ���
�������! 
��$� ��
�	� '�� ����
�� �	 ��
� ��� �
	��

 	�
� 
�
�� ���$���	 �� �
! ��� 
 @OENO=� �� �
�� ��� 	
�� �� 
	��$
���� � ��� ����� 
�� $
����	 �7���	���	 �� �
	��

 �����
�� ������ �
�� ���	 ��		��
� � ���� ���� ���� �! 5��! ��


�
	 	���� ��
� � ��$�� 	��� �7���	���	� �� ���
� �����

��

�� ����� ���������	 	��� 
	 ��� ��� 
��$� �	��� ����������


	� �

6.6 Some Reflections#� 
�� ���$����� ��
� ��� �� ��� �
3�� 
�$
��
��	 ��
�	��� ���������� �	 ��
� �� ������
��	 �	 �� �����

�� ��� 
�

 	����"�
����	� ���	 �����$��� ��� �����	�
����� �� ���
�����
�	� #��
� �� �	 ���� �� ��� �����
���� �� �� ���	

�!�
!� ��� ��


! �� � ����
�	 ���
�	� ����� �	 
���
� <REO:
:;O� �
!�4 � 
�� ����
�	 ���
�	� 
 	����"�
���� �	 �� 
�		
$

�� �� ����� �	 �� ����� 
� 


 ��
� �� �����	����	 �� ���
���
������� �����
� � ���������� 
����		�	 ���� ���	� �	 
	��	 I �� ��$�	 �	 
 	���� ���� �
!�4 $�
 
����
��� ��	���� �




�� 	��� ��
	�� �� ��
��$� ��
� ���������	 	�
��� �� 
 ��� 
�
� 
���


! ��
� �

#� �
$� ��	��$�� ��
� ��� �����	 �� "�� 
�� ��$����
�����
! �$��
! ������� �����	 �� ��	� �
�
 �����
���	 � �� 
���	 �� ��� 	����"�
���� � 
�� �����	 �� ��� �����
� � '��
"�	� �
�����! �	 �	�
�		 �� ��	��$�� .�7���� ��	��
� 
	 �� ��
�	
���� ������� ��	����2 J �� ��

	 �	 ������� 
���� ��� 
���


�����
� � '�� ����� �
�����! �	 ��$���	
! �	���
 J �� 
 	��	�
���	� 
�� ��� �����	 �� ��	� �� ����� �� "��� Q�� ��� 	�����
�
�����! �	 

	� ������
�� I �$�� �� ���! �� ��� ��$�

 
 ��	 
�
�� �� ��� ����� ���! �� ��$�

 
 ��	�����	�
����� 
����
��
� �� ���	� Y��������� 	��� ��	�����	�
�����	 �����$�	
��� 
��
��! �� �
�� �	� �� ��� ��	��� ���� �������
! 

��� �

#��� �����

���� 	����"�
����	 ��� �
���
! ��	��$��	 ���
���� ��� 
 
���
�! �� ��������	 ��
� ���
����� ������ �
�� 
��
���

 
�	��
�����	� #� 
�� ��$�
����� 
� ���
�����
 
���� �� "���� 	�� �����! ��� �	� ���� ����������9 �
�! ��
��� 
�	��
�����	 �� �� 
�� ��� ���&����� �� �� �� ���� �	� ��
�����
�	� ��� �� 	����"�
����	� ����� ��� ��3 ��� �	 �� 	�
��
���������	 
	 �
�
�
! 
�� 	���
! 
	 ��		��
� � ���! ���� ����
����� ��� � Q��
�	� �� ���	 ��4������ �� �����	� � ����� �	 

���� ��� 
���
���	 	����"�


! �
������ 
� 	����"�
����	�

'�� �
3�� 
����
���� �� ���������� �	 ��
� ����� �	 ��
��
	������� �� ��	� AE�;O=N;I �� �	 �� �� ��� �	�� �� �� 
$�	���
�� ��� ��	��������� �� ��	� �
�
 
�� ������ �������
	�&�����
! �
�! ��	�	 �
$� ���� ���� 5
������ �� ���$���
�
!	 �� ��

��� ���	 ������
���� � �� �
���� �����
 ��� ��� 
��
���� �� �	� ���� � 5 �����
���� ��� ���	 ��� ��	�	
�
����� 
 �

	� 	��	� �� 	������! ���� 
 

��� ������ �� �� 

��(�
�� ��	�	 � ����
�	 �� ���
� ��"�� 
��(�
�! ��
	���	
3�	� �� ��� �����
��� ��	� �
�
� 
�� ���	 �
�� ��� �	�� 
�

�
	� �� ���	 ���� �� 	���
���� �

7. CONCLUSIONS#� �
$� �
��� ��� ��

��$�
! �
� ���
	� �
��
! 	����"�
 
����	 
	 ��
�
�	 
�� �
���� ��	���� � 
�� ����� �
!	 �� �
��
���� �
	�
! 
$
�

�
� �� �
	��

 �����
����	� 6��	�
!� ��
���$��� 
� �������� 

���
�� ��� ������� ���������	 � ��$ 
��� �7���		�$���		 ������� ��� 
�
����� ��	� � '�� 

���
��
����
��	 ���$������ ��
����	 � 	��� 
	 (�
���"��	 � ��������� 


	 
�� ��	� �
�
 �������	 � ������
!� �� ���$��� �!�� �
	��
���
�
� �
���� ��	� �
�
 �����
���	� ���
����� �
���� ���� 
����	� ���
�
! �������� ��� �4��� �� 	�����!��� ���� � '����
!�
�� ���$��� 
� �������� 

���
�� ��� 	�����!��� ��	��� ��	�
�
�
 �����
���	 � ����� �
� �� �
	�� �� ��� ���
�
� �����
 
���	 � ��$��� 
 "��� ������
 �$�� ��	� �
�
 ��	��������� � #�


	� ��������� 
 ��$�
 �
! �� ������

��� 	��� ���� �����
� 
��� �
���� �
�����	 �� �����	�$� �
�
 �!��	�

6������ � �� �����	��
�� ��
� ��� ������
���� �� ���	�
�
� ������(��	 ����	 �7�����
! ��

 ��� �
	��

 � '�� ���� 
����

 �
���� 


��	 ��� 
��

 
�� "�� ��
���� ���������	 �
	���� 


 �����������	 �� 
 �������� 
�� �7�
���� � 5�� ��� 
��	�
! �
���� ��	���� �	 ����� �� ���� $��! ��

 ��� 	�


�
"�� ��
���� �����
�	� 
�� �	 �4����$� �� "����� �
�
�	 �

S
	�
!� ��� ���
 �	 
���������� 
�� �
	! �� �	�� 
�� ��� 
$���	 
 	���� ���� �
!�4 ��� �7�
����
! 	�
���� ���������	 ��
��������	 �� 
 �����
� � ����� ���
�
! �����
	�	 ��� ����� 
	�
����� �� ��� �����
� � ��� ��� �����
���� 
	 ��

 
	 ���
��������
���� �����	�	 �
���������	�
����
 #� ���
� 
��� �� ��
�� 5��! ��

 �

Y���	 0�
	
��� 
�� ��� 
���!���	 �������	 ��� ����� �	���

�������	 �� ���	 �
����

8. REFERENCES
GHI � � 5���! 
�� % � �
�
�� � 5����
���


! �������� 
�

���
�����
���� 
�
��	� ��	 ����

 	����"�
���� � )�
�O�BF; �EW :S=O; �X�@E<BP� � �
��	 �TJ�U� �
��� HTT� �

G�I %�

�� Q
�����	�� �
���� �
�		�� � ���
� ������� �

�� S
����� �������	� ������� �����
�����  5�
)����������� � )� �;A:PO; FE:;< BF �E�@P:;O �AB;FA;�$�
��� H�+U� HTTT�

GVI �� Q3 �		�� @ � Y

�		�� � � � �����
�� 
�� � � ������
S
$
 I �
���
�� -�	��� �� �
	��

� )� �F:;OF=:BEF=?
�EFW ;O;FA; EF �PFA:BEF=? �OENO=�� BFN� Q

�������
HTTU� 5Y� �

G�I � � Q
�� 
�� � � @
��
� � -�	������ �����
�	 ��
�
����� ����� ���� � )� �OEA
 ��<: �X�@E<BP� EF :R;

R;EOX EW �E�@P:BFN� �
��	 U�JTO � 5Y� � �
! HTUT�

G*I � � Q
�� � � � S��!� 
�� % � %������
� �
��
� ��	��������������� ���� 
��
��
����	 �� �������


����
��	� )� �OEA
 ��FM �X�@E<BP� EF :R; 
R;EOX EW
�E�@P:BFN� �
��	 OVJUV� 5Y� � �
! HTT+�

G�I 5 � Y�
���
�� � � � Y � %�������� �� -�


 � ���
� 
��
Y � ������ � Y����
�� ��	���� �	��� 
 	�������
�����
���� �EW :S=O; � �O=A:BA; � ��@;OB;FA;�H+ IUTOJTHU� HTU+�

GOI @ � Y

�		�� 
�� - � �
��	� 0�	��$
�
� ��
���� ���
6�������

 Y������ -�	�������� � )� �<B=F �E�@P:;O
�AB;FA; �EFW ;O;FA;� ������ � '�
�

��� HTTT� 5Y�
����

� �

GUI � � -
$�	 
�� � � ����
� � 5 ��������� ��������� ���
(�
���"�
���� �����!� �EPOF=? EW :R; �<<EAB=:BEF W EO
�E�@P:BFN � =ARBF;OX� O.V2I�+HJ�H*� HT�+�

GTI � � -��
� 
�� � � ��
��	 � 5� �$

�
���� �� �
����
��	���� � 
O=F<=A:BEF< EF �EW :S=O; �FNBF;;OBFN�
H+.�2I�VUJ��� � ��
! HTU� �

GH+I � � �
���� � % � �
�
�� � 
�� �� ����

�� � -
�


�	��
����� ���
�����
���� � 	����"�
���� � 
�� ��	���� �

O=F< 
 �OEN 
 �=FN 
 =FM �X<:;�<� .V2I�HHJ��V� HTUH�

GHHI - � �
�
�� � %
���� ��	���� � )� � � �
�����
� � ������ �
�FAXA?E@;MB= EW �EW :S=O; �FNBF;;OBFN� �
��	 TO+JTOU�
#�
�!� HTT� �

GH�I % � �
�
�� 
�� % � '
!
�� � �
������� ��	���� ���	 ���
��	���� ���"������ 
O=F<=A:BEF< EF �EW :S=O;
�FNBF;;OBFN� H� .H�2IH�+�JH�HH� -������� HTT+�

GHVI � � �����	� #�! 6�������

 �����
����� �
����	 � )�
- � '����� � ������ � �;<;=OAR 
E@ BA< BF �PFA:BEF=?
�OENO=�� BFN� 5���	�� #�	
�!� HTT+�

GH�I � � �� ����	� '�� ���	 ��	��������� � Y������
!

$
�

�
� ���� <��� 3��< �:�CC 7��P�<�P� � HTTT�

GH*I �� � � �
���� � �����
���� ��	� �
�
 ���� ���
����
�����7� ���� ��
��
�	� ���� �EW :S=O;� O.�2I*+J*� �
HTT+�

GH�I ����
� ���

�
��� � 5 �!	��� ��� -����������
�����	�����

 S���� '������	 �! 5��
!��� �

��	 
��
%�
�	 �� '���
��	 ��
� 
�� �����
��� ���� 
 6����

�
HTUT� �����	� �
���� �� � ��O +O� .
����$�� HTT�2�
� �� � �
���� �� � * �O� UTO .HTT�2� 	�����
� �
����
�� � +�+V �*� .HTT*2�

GHOI ���
�� #
�
�� � '������	 ��� ���� N )� �F:;OF=:BEF=?
�EFW ;O;FA; EF �PFA:BEF=? �OENO=�� BFN =FM �E�@P:;O
�OARB:;A:PO;� S������ ��������� HTUT�

GHUI ���
�� #
�
�� � 5 �������� ������� � �
��� HTTU� -�
��
�
��� �



GHTI � � ��� � �� �


� 
�� � � �
!� �����
�� ���� ��	�
��$��
�� 
�� 
��(�
�!� �E�@P:BFN �PO�;X<�
�T.�2IV��J��O � -������� HTTO �

Appendix: Implementation���� � �� 	��� ��� ���
�����
���� �� ��� ���������� 
���
�!�
�7���� ��� ��� �������� 8��9:;<�9: � '�� 	����� ���� ��
���������� �	 
$
�

�
� ���� 


 79� 79< CQ��� 7������Q<� 
���9:;<�9:� �
������ 	�
��
���� �����


����� ����� � 
����� ������

�� ���

������� ��� � � ��� ���� �� ���� �� ��

���� � !! ������ � �� �� " �� �� ��� �
���� � #���� � ��� �$� � �� % � �������� #���� ���

&��
��� !! ��� �� ��� � �� ��� �
&��
��� & ���� �� � ��� �$� � ��

� � ����� � '' �&()���
�����
���� �* � �) ! ���� �+ ����� ��) " �+� �  ��
� �*

������� !! �� �� ��� #� �� ��� �� �� #�
������� % � ��� �$� � �� $� ��

��� ��� � � % � 
� � � ��

 
,�� !! ���� �� ��� �� �� ��� �
 
,�� %-�� � ��� �$� � ��

��� ��� � � %-�� � 
� � � ��


� ����� ����� ��� �����
������ � � ��� �$� � �� ��
��� �) ��� � �

��� �$� �* �� ��� ��) "�+� �  ��
� �*
��� �+ � � ��) � �)�


� �+ � �+�

������� !! .�/ �� ��� �
������� 0 � �0 ''� 1�
%�� 1 ���� � �* " ���-�� 0 � )�

&����� !! 2�#
����� � �� ��� �� ��� .�/
&����� � �  �3����� . ��#
����� 4 
 5� .) 66�/ /

����% !! .��� �/ �� ��� �
����% -�� � ������� -�� ��� 
�

%��3����� !! .���� " ��� ��/ �� ��� �
%��3����� 0 � ���� � �) "  �� ���� % � 0 �� ��� �1�
�� 1 0 �
�����
�
�� � ��� "0� !0 � 4 � 5� � � 0

4 ������
 � � �
�� ����� 0 

�� 2�#
����� � 
���#
�����

���  2�#
����� � �����
��#
����� !! ��� �


� ����� 2�#
����� 7��� �����
��#
����� � ������� .8��� " 9�� �/


� ����� 2�#
����� ��� �����
��#
����� �  
,�� �$� �� ���� � ��� "���


� ����� �2�#
����� � " 2�#
����� #� �� 2�#
����� �� " #� �����
��#
����� � �
%��+ �"� ��#
����� ��#
�����


� ����� 2�#
����� � �� 2�#
����� .�/ �����
��#
����� �  
,�� �$� �� ���� � �* "�� ��� &������


� ����� �2�#
����� � " 2�#
����� #� �� 2�#
����� �� �� #� �����
��#
����� � ������� �1����#
����� 1 ��#
������

���  
���#
����� � �����
����#
����� !! � �� ��� # �� ��� #


� ����� 
���#
����� 7��� �����
����#
����� # � &��
��� �
% # ���� * �� � )�


� ����� 
���#
����� ��� �����
����#
����� �

4 � �� * � &��
��� *
4 � 5 * � &��
��� + 6 ����#
����� ����
4 ������
 � � &��
��� ) 6 ����#
����� �� 1�
& 1 +�


� ����� �
���#
����� � " 
���#
����� #�
�� 
���#
����� �� " #� �����

����#
����� �� " #� � ����#
����� � 6 ����#
����� #


� ����� 
���#
����� � �� 
���#
����� .�/ �����
����#
����� ./ � &��
��� *
����#
����� �� !� � �

&��
��� ) 6 ����#
����� � 6 ����#
����� � 


� ����� �2�#
����� � " 
���#
����� #�
�� 
���#
����� �� �� #� �����

����#
����� % -�� �
��#
����� ��� ��1����#
����� 1 -��� 6 %�

�� :�������

������� :������� � :��� ���� �� ����

���� �� ��� � �� ���;�� !! ���#� 7��� "  ���� !! .<��
�-/ " ��-����� !! .<��
�-/=

����
�- !! �� ���
����
�- � �� ���;�� � >���
�- "  ���� � ./ " ��-����� � ./=

�� ��� !! �� ��� �� :�������
�� ��� �� � :��� ������� �� �

���  8� ��#�� � �����
�������� !! � �� :�������


� ����� 8� ��#�� 7��� �����
�������� # � �� ��� �����
�-; �� � ?� � # =�


� ����� 8� ��#�� :������� �����
�������� ���� � ����


� ����� �2�#
����� � " <��� � " 8� ��#�� #�
�� 8� ��#�� �� �� #� �����

�������� % � %��2�� ��#
����� %
�&������ !! 8� ��#�� � �� � �� ��� �� ���
�&������ � � -�� ����� :��� -�� � �������� �

%��2�� !! �<��� � " 8� ��#�� #� �� ��� � �� ����#� �� :�������
%��2�� -�� #��� � :��� @

�� � 5� -��
�� 5� �&������ �#��� ��
������ ���- � �� �

�����
��- � �� � �� ; ��-����� �  ��� � ! ��-����� �� =

����� !! 8� ��#�� � �� 7��� �� � �� :�������8��� ��� � � �������� �
9�� � ��� � � �� ��� ����
�-
��#�� !! 8� ��#�� � �� <��
�- �� � �� :�������
��#��  � � :��� ���� 1%��� 1 �&������ ��
����� ��� �� � �� ;  ���� �  !  ���� �� =

���  
%� !! 8� ��#�� � �� 7��� �� <��
�- �� � �� :�������
���  
%� 8��� ���� � ��#�� ����
���  
%� 9�� � A � ��������

������� !! �<��� � " 8� ��#�� #� �� � �� # �� :�������
������� & � ��#�� � ��� &�


